M. Wissem Fligéne Nombres complexes 4 Sc. Exp - Cours

I. Rappels et compléments :
1. Définition de C :

Théorémes (admis)

I1 existe un ensemble C appelé ensemble des nombres complexes vérifiant les propriétés
suivantes :
1. C contient R

3. Tout z € C s’écrit d’'une maniere unique z = a +ibaveca,b € R
4. C est muni d'une addition et d'une multiplication qui vérifient les mémes propriétés que
I'addition et la multiplication dans R

Définition

e L’écriture z = a + ib, a et b sont deux réels, s’appelle écriture ........cccecvrirrrrenrsinnrenne.

OU covvrnmnrmrersessssnnneesssssssssnnsenssssnes de z
e a = Re(z) estlapartie ....ccceererrrcerernne de z
o b =1Im(z)estlapartie .....coccrirrrrrrsremerrssrerrissennm de z
Propriétés

Soit z un nombre complexe. On a:
l.zestréel & .o

2.z est imaginaire & .......oiieiiienene
Propriétés (égalité de deux nombres complexes)

1. Soit z; = a4 + ib; et z, = a, + ib, deux nombres complexes (a,, by, a, et b, € R).
Alors
Z1et Z,S0Nnt gaUX Si et SEULEIMENT S ..vueiiiiieie ettt en e e en e

2. En particulier, Z =a 40D =0 © i e e

Attention
1. I'écriture z = a + ib ne désigne une forme algébrique que si a et b sont
2. Les nombres complexes n’ont pas de signe c.-a-d. il n'y a pas de comparaison

entre les nombres complexes
3. La partie imaginaire de a + ib est .... etnon ib

*  Application :

(1)Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres complexes suivants :
zs = (4 + 2i)3 etz = 2i — 3

(2) a) Calculer:

1= .. i5

i i9 —

1” = ..

i>= .. i 10 =

6
P 7 711
8

i3 i it= .
it= .. i
b) En déduire i" suivant les valeurs de n € N*

c) Calculer alors (2920 et ;2021

l'12 —
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(3) a)Montrerquei™! = —i

b) En déduire que i™ = (—-1)"i";n € N*

c) Calculer i ~#155

2. Nombres complexes conjugués :

Définition
Soitz = a+ib; aetbh €R
Le conjugué de z est le nombre complexe Z = ............ ... ...

Propriétés
o Z+4+Z =i, ,pour toutzetz € C
o Z= ... , pour tout z € C
¢ Z+Z=.iiiiiiiiiiiinn; Z—Z = ceivereeeenn, pour tout z € C
e pourtoutz € C
(z est réel) si et seulementsi (Z = ...... )
(z est imaginaire pur) si et seulementsi (Z = ...... )
e zXzZ =..cee, pourtoutzetz’ € C
e z" =...pourtoutz € Cettoutn € N*
71\ 1 .
° (;) = e ; (z_n) = e ,pourtoutz € C" ettoutn € N
. (g) = e ,pourtoutz € Cetz € C*

Remarque

Pour toutz € C*; i =

%lN'

Cette écriture permet de mettre i sous la forme algébrique

4421
""""""""" 1+i

* A faire : Exercices 1 et 2 page 19

3. Affixe d'un point — daffixe d'un vecteur :

Définition
Soit P un plan rapporté au repére orthonormé direct (0, U, V)
A tout nombre complexe z = a + ib, on peut lui associer un point unique M (a, b),

appelé Point .....ceeeeeeesseeesseeenns et on le note M (2).
A tout point M (a, b) du plan, on peut lui associer un unique nombre complexe
A , APPELE o de M. On le note z,,.
Remarques
1. La notation M (z) se lit alors «M .......ccccovereveereneenenee Z».

2. Le nombre complexe z = 0 a pour image le point.......
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Théoréeme

Soit P un plan rapporté au repére orthonormé direct (0, U, V)
A tout nombre complexe z = a + ib, on peut lui associer un vecteur unique

W = aUl + bV, appelé VECLEUT ....rreeerrversseesereessssaaans et on le note W (z).
A tout vecteur W = au + bv du plan, on peut lui associer un unique nombre
(0001 1010) [ R A =Y 0) o 1) (=T de W. Onle note z+ ou af f (W).
Remarques

1. Le complexe z = 0 a pour image le vecteur ..............

2. Deux points du plan sont confondus si et SEUIEMENT Si ....oceeereerererereseenseree e seeseens
3. z estréel si et seulement si M (2) appartient a I'aXe ...

4. z est imaginaire pur si et seulement si M (z) appartient a I'aXe ......ooeoesmemsesssenssssessmesssesnes

Propriétés

1. Si I estle milieu de [AB] alors z; = ...eeeeeveeernens

2. W =W SietSUIEMENt Si eresersesersesessesesseseens

3. aff(4B) = i

4. Aff(AW] 4 BW3) = creeerssssmsssssssssssssssssssssssssssssssssns ; (et p ER)
Propriétés

Soit 7 et ¥ deux vecteurs tels que ¥ # 0
1. U et ¥ sont colinéaires Si et SEUIEIMENT S .uu.uuuereeevseeeesseeesssseeesssssessssssesssssssessssassessss
2. U etV sontorthogonaux si et SEUIEMENT Si wv.uuueeeevusensesssssessessssssssssssssssssssssssssseees
A faire : exercice 8 page 19
4. Module d'un nombre complexe :

Définition
On appelle module d’'un nombre complexe z = a + ib avec (a,b) € R?le réel positif noté |z| définie
par:

Interprétation géométrique
Le plan étant muni d’un repére orthonormé direct (0, U, V)

1. Soit M(z); |z = v vee e v e
2. Pour tout points A et B d’affixes respectives z4 et Zg : AB = .vrorrenrennernssnsesssennens
Déterminer I'’ensemble des points M d’affixe z tel que :
a) lz—1+i|=2
b) |z — 2i| = |z + 3i]|

Propriétés
Pour toutz € C Pour tous nombres complexes z et z’ | Pour tout z € C* et pour tout z' € C
© ZF = . ¢ |Z4Z| S oo, .l_
o |Z] = z
o |—z| = . o |ZXZ'| =
!
VA
e |z]=0 &.... m—|=........
’ — . * Z
° pour tout reel A: o |Zn| T assmsssrsssrssssasssassssaenns ) (Tl E N )
[Az] = e
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e Pourtoutz e C*:
1 Z

VA

*  Application : activité 7 page 10
* A faire : exercice 9 page 19
5. Argument d'un nombre complexe non nul :

Définition

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, u, ¥)
Soit z € C* et M son image M(z)
On appelle argument de z, on note .......ccocveeenee , toute mesure
en radian de I'angle .....ccoorerenerreen.

On note Tt — PO [27]

Exemples

arg(1+1i) = .....[2n] ; arg(2i) = ....[2n] ; arg(—3) = ....[2n] ; arg(—1—1i) = .....[2m]
arg(1) = ......[2xn] ; arg(—1) = ....[2n] ; arg(i) = ....[2xn] ; arg(—i) = ....[27]

Remarques

1) On’apasd’argument.
2) Deux arguments d’'un méme nombre complexe non nul différent d’'un multiple de 2
Si a et B sont deux arguments de z,ona: a = f8 [27]

Propriétés (P1)

1. a) z est réel strictement positif & arg(z) = ...... [27]
b) z est réel strictement négatif < arg(z) = ...... [27]
¢) zestréel nonnul & arg(z) = ...... [......]

2. z est imaginaire pur < arg(z) = ...... [...... ]

a)y € R} & arg(iy) = ...... [2m]
b) y € R: & arg(iy) = ...... [27]
Exercice

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (0, u, ¥)

Construire 'ensemble des points M (z) tel que arg(z) = %ﬂ [27]

Propriétés (P2) ¥

Pour tout z € C* et pour tout a € R} Mz
arg(2) = .o vv e [27]

arg(—z) = o vv v e v [ 2]
arg(az) = .ovee v [2m] -

arg(—az) = ... vevven oo [27]

MYz

IIUII I'f[:_zj
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Propriétés (P3)

|arg(zB —Z4) = et e e [27T]|

Exercice
Le plan est muni d’'un repére orthonormé direct (0, u, V). Soit les points A(4,1)et B(3,2)
Trouver une mesure de I'angle (Ti, ﬁ)
* A faire : exercice 12 page 20
6. Ecriture trigonométrique d'un nombre complexe non nul :

Théoréme

Tout nombre complexe non nul z s’écrit sous la forme z = r(cos6 + isinf) avec r = ....... et
Réciproquement : si le nombre complexe z s’écrit z = r(cos6 + isinf) avecr > 0 et 6 € R alors
= . etd = .o

Définition

L’écriture z = r(cosO + ising) avec 1 > 0 S’APPEILE ..rveureeeereereeer et eessse s ssssesssssesssssssssss de z
On note aussi: z = [r, 0]
Exemples

1. Soita € R* et z = a(cosB + isind). Trouver la forme trigonométrique de z

2. Soit z = r(sinf + icos@) avecr € R} et & € R. Trouver la forme trigonométrique de z
Propriété

Pourtoutzetz €eC:z=2z'& |z| = ...... etarg(z) = ...

Propriété (relation entre forme algébrique et forme trigonométrique)

Soit z € C*. Supposons z = a + ib = r(cos8 + isinf) (r > 0),on a:
= ... = i ) €COSO = ... et sinf@ = ... ...
Exercice

Donner la forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants :
z,=14+iV3; z, = —8 + 8i

Propriétés

1) [r0]X[r,0]= coceeeeve iy arg(zz') = vocei i e e eev v e een. poUr tous zet z' € C*
1 1\ _ *

2) ] e 5 QTG (;) = ...c.oo.... pourtoutz €C
[r6] _ . (i) — ’ *

3) e = e 3G S ) F i pour touszetz €C

4 [r0]"= v 5 arg(zZ™) = oo oo, ; pourtoutz € Cetn € Z

5 Siz=[r,0]alors -z = ....cc.ccoeecee e @EZ = ittt s et et e e e

Application :

Soit z; =1 +iV3etz, =1+

1. Ecrire z; et z, sous forme trigonométrique

2. Soitz = % . donner I'écriture trigonométrique puis I'écriture algébrique de z

2
3. En déduire les valeurs exactes de cos 1”—2 et sin 1”—2

* A faire : activité 14 page 13
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II. Ecriture exponentielle d'un nombre complexe :

Notation

On désigne par e‘?, on lit exponentielle i@, le nombre complexe de module 1 et d’argument 6.

e'® = cosO + isin6 = [1,6]

Exemples
i0 _ R . i RN
eP= .....; ez2= ... ; eT= .. .. ;o ez2= ...
*  Activité 2 page 14 :
Propriétés
Pourtoutf et 8’ € R
el xel® = ... ... ; e?: ......... ; F: e e (ele) = e (Tle Z)
e = ... ;o —ell = ... elF2km — (k€D

Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul tel que z = [r, 8] = r(cosf + isinf),r > 0

La forme exponentielle de zestdoncz = ............ ...

Application :
Ecrire sous forme exponentielle :

1 V3 = N r
Z1=§+l7:22=—3e4; 23=(\/§) ; Zy=1le’s

* A faire : exercices 17,18 et 24 pages 20 et 21

III. Nombres complexes et trigonométrie :

Formule de Moivre
Pourtout@ € Retn € Z:

|(cos€ FiSINO)™ = it e e

Application :
Exprimer cos4x et sin4x en fonction de cosx et sinx

< Rappels
e Formule du Binéme de Newton

n
(a+b)*= Z L1 L L
k=0

OUCK = s e e e et e e e e e

Exemple : (@4 D)% = et e o e e s et et e e et et e e et e e et et e e et et e en e e
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e Triangle de Pascal

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4% 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1

Y25 07) o) (I G o) =TS

Formules d’Euler
Pourtoutf € R

Linéariser cos®x ; x € R

Remarque exercice 22 page 21

* A faire : exercice 25 page 21
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