M. Wissem Fligene Continuité et limites

I. Rappels :

Soit f une fonction dont le domaine de définition est D

4 Sc.Exp - Cours

v" On ne peut pas étudier la limite de f en x, que lorsque x, € D ou bien x, € D mais x, est une

borne de D

v Trouver la limite de f en x,, c’est étudier le comportement de f(x) lorsque x prend des valeurs de

plus en plus proches de x,

onnote lim f(x) ou lim f
X—Xg X0

1. Théorémes :

a) Siune fonction admet une limite alors cette limite est .......ccocovreeerereeereenens

b) Soit x, un réel; limf=limf =/ limf=..

x2-3x42

Exemple : Soit f (x) = ==

1) Déterminer lim f et lim f
1" 1~

2) Lafonction f admet-elle une limite en 1 ?

2. Limites de fonctions trigonométriques :

. sinx . sinax
lim = ; lim = (a €eR) ;

x>0 X x>0 X

3. Opérations sur les limites :

On admet les théorémes résumés dans les tableaux (T1), (T2) et (T3) suivants et concernant la limite

d’'une somme, d'un produit et d'un quotient de fonctions
Soientx,, [ et I’ des réels

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I de centre x, ou sur I\{x, } ou sur un

intervalle du type ]a, +o[ ou sur un intervalle du type |-, a[ (a est un réel)

Quand le réel x tend vers x, ou vers x,* ou vers x,” ou vers +o ou vers—oo, on a les résultats

consignés dans les tableaux suivants :

e Tableau (T1) relatif a la limite d’'une somme de deux fonctions f et g :

Si f a pour limite | et g a pour limite | alors f + g a pour limite
l U
l +oo
l —0o0
400 400
—Q00 —00
400 —00

e Tableau (T2) relatif a la limite du produit de deux fonctions f et g :

Si f a pour limite | et g a pour limite | alors f X g a pour limite
l I
[>0 400
>0 —00
<0 +o0
<0 —00
400 400
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+ o —oo
—o00 —00
0 +ooou — o

e Tableau (T3) relatif a la limite du quotient de deux fonctions f et g :

Si fa pour limite | et g a pour limite | giors £ 3 pour limite
g

l '+0
l +o0
l —00

400 I'>0

+00 I'<0

—0o0 I'>0

—o0 I'<0

[>0 0(etg(x) > 0)

[>0 0(etg(x) <0)

[<0 0(etg(x)>0)

[<0 0(etg(x) <0)
0 0

+00 ou — © +00 ou — ®©

4. Théorémes :
a) Soit f une fonction polyndome de degré n € N*: f(x) = a,x™ + ap_1x™ 1 + - + a,x% + a;x + a,
Alors lim f(x) = .ccovevvienrennen.

An X +an_1x" 14+ tazx?+ax+ag

b) Soit g une fonction rationnelle : g(x) =
) g g( ) bypxP+bp_1XP~1+--4+byx2+by x+bg

(a, #0etb,#0)
Alors Iimg(x)=.cccovvrvierannen.

5. Théoréme :

[eR
v" Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle ouvert D, sauf peut étre en un réel x, de D.

a) Si limf =/ alors Hmf =......
b) Si lim f =+ alors lim\/_ = e

v" Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle de la forme ]a, +oo[ (a € R)
a) Si limf" =/ alors Hmf =.........

b) Si limf =+oo alors lim\/fz .........

v Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle de la forme |—o, a[ (a € R)
a) Si limf" =/ alors Hmf =.........

b) Si limf =+o0 alors limx/]?: .........

*  Application : Activité 7 page 8
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6. Continuité en un point x,:

Théoréeme 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de centre x,
f est continue en x, si et seulement si lim f =...............

o
Théoréme 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut étre en x, € I

4 Sc.Exp - Cours

S’il existe une fonction g définie sur /, continue en x, et telle que g(x) = f(x) pour tout x # x, alors:

Théoréme 3

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf en x, € [
g(x) = f(x) six # x

Si lim /=1 (lfini) alors la fonction g définie sur ar:{
m f =1 (Lfini) g p 9(xy) = I

(031 b Lo | T =T OSSP

*  Application : Activité 3 page 7
7. Continuité a gauche - continuité a droite :

Théorémes

a) Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [x,, xo + h[ (h > 0)
f est continue a droite en x, si et seulement si .

est

et que g son

b) Soit f une fonction définie sur un 1ntervalle du type ]xO h,xy] (h > 0)
f est continue a gauche en x Si et SEUIEMENT Si ....cvevveiviieiiriiii

c) Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant x,

f est continue en x Si et SEUIEMENT S1 ..ovviviiiiieiiiiin e e e e s

*  Application : Activité 4 page 7
8. Continuité sur un intervalle :

Théoremes a et bsont deuxréelstelsquea < b

a) Une fonction f est continue sur ]a, b|[ si et seulement si
b) f est continue sur [a, b[ i et seulementsi

c) fest contlnuesur]a, b]51et seulement si

@) f est continue surfa, b] i et seulement si

Retenons

Toute fonction polyndme est continue sur ............

La fonction x ~ +/x est continue sur ............
Les fonctions x ~ cos(ax + b) et x — sin(ax + b) sont continues sur .........
La fonction x — tanx est continue sur .

A o

La fonction x = cotanx est continue sur .
© M. Wissem Fligéne
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9. Théorémes :
Si f et g sont deux fonctions continues en x, alors :

a) af (R ER); If|;f+G;f X Getf™ (M EN)SONE covvivece ettt e s e e e e

b) Sideplus g alorsé et gsont continues en x,
C) Side Plus f(X() overererirririri s isies s esrirs e s se s e ALOTS 4/ f €St CONtinue en x,

*  Application : Activité 6 page 7

II. Continuité et limite d'une fonction composée :

1. Composée de deux fonctions :
*  Activité 1 page 9.:
& La fonction h se note g o f et on lit g rond f
La fonction k se note f o g et on lit ..o
Onremarque que: gof ... fog

Définition

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur les ensembles [ et/ tel que f(I) c J
La fonction, notée g o f, définie sur I, par g o f(x) = ............... s’appelle fonction composée de f et g

Exemple
Soit f(x) = x—ilet g(x) =+/x
1) Déterminer les domaines de définitionsde: f,g,geo fetf o g.
2) Expliciterg o f(x) etf o g(x)
*  Application : Activité 2 page 9

2. Continuité d’une fonction composée :

Théoréme (admis)

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur les intervalles ouverts [ et J contenant
respectivement x, et f(x,)

ST s B s alors g o f est continue en x,
Corollaire

*  Application : Activité 3 page 9
3. Limite d’une fonction composée :

Théoréme (admis)

Soit f et g deux fonctions
si lim f(x) =bet lirr11) gx)=calors limgof = .... (a,b et c finis ou infinis)
xX—a X— xX—a

x—
2

1 .
) : limh =2
+1 +o0

X
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ITI. Limites et ordre :

Théorémes

Soit f, g et h des fonctions définies sur un intervalle I
X, désigne un réel, ou +, ou —0; f et £' € R

vV Sif(x) <gx);x #xpetsilimf=/(etlimg=/alors ........
Sif(x) =0et limf =/ alors ¢y ... 0
Sig(x) < f(x) <h(x)etlimg=limh=1[ (I fini) alors lim f =.......

Sif(x) = g(x)etlimg =+ alors lim f =......

AN NN

Si f(x) < g(x)etlimg=—co alors lim f =......

sin x

1) f estlafonction définie sur R™ par f(x) = . Déterminer lim f

X
()
xXsimj| —
X

3) soitla fonction f définie sur R par: f(x) = cos x + 2x. Etudier les limites de f en —co et en +0c0

IV. Image d'un intervalle par une fonction continue :
Rappels :
v I'image d’un intervalle par une fonction CONtiNUE €St ......cccomrerrmmersssmeerssesessnsessnns
v’ Théoréme des valeurs intermédiaires :
Soit f est une fonction continue sur un intervalle I. a et b deux réels de [ tels quea < b
Pour tout réel ¢ compris entre f(a) et f(b),'équation f(x) = ¢ admet aux moins une solution
a € [a, b]
Corollairel
Si f est continue sur [a, b] et f(a) X f(b) < 0 alors

2) a) Montrer que pour tout réel x non nul, < |x|

x—0 X

b) En déduire : lim xsin (l)

f(b) f( b) S, '

olf| ]

f(a)t i

0aa a a3b 0
f est continue mais n'est pas monotone sur
lintervalle[a; b].
L'équation f (x) = c peut avoir plusieurs
solutions

a & p
f est continue et strictement décroissante sur
lintervalle[a; b].
L'équation f (x) = ¢ admet une solution unique .
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Corollaire2
Si f est continue sur [a, b] et ne s’annule pas alors
*  Application : Activité 5 page 13

Théoréeme

L’image d’un intervalle fermé borné [a, b] par une
fonction continue est

A Al

V. Image d'un intervalle par une fonction continue et strictement monotone :
Théoréeme 1 (admis)

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [a, b[ (b fin ou infini)
Si f est croissante et MAJOTEE AlOT'S ... co. e cer vee ve vrr et e vee ee et es e ree eae eee ees e see eae ees £es e eae ee oo
Si f est croissante et NON MAJOTEe AlOTS ... ... covcet e cer vecit et e e e ee een e e eae en een e e sae ee s e
Si f est décroissante et MINOTEE AlOTS ... ... cov cov et e ces vee vt et e e e et eee e e e e s e e eae e s £es e
Si f est décroissante et NON MINOTEE ALOTS ... ... s cet cee et et e e ce et e e e ee een e e e ee ees ees e ee ea

Théoréme 2

I si f est strictement croissante | si f est strictement décroissante
alors f(I) = alors f(I) =

[a, b]

[a, b[

la, b]

la, b[

[a, +oof

]—oo,b[

R= ]—OO,-l—OO[

Exemple : f (x) = tanx ;I = [0,2[ f(D =2

* A faire : Exercices 26 et 24 page 22 + QCM et Vrai ou Faux p18
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